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La estrategia de inversion para un fondo de pensiones debe proteger,
en un horizonte indefinido, su coeficiente de dotacién (activo/pasivo),
de forma que resulte sistemdticamente superior a un determinado valor
previamente elegido. La estrategia de proteccion proporcional pro-
puesta es una estrategia de invariabilidad temporal [Brennan y Schwartz
(1988)] aplicada al caso de intercambio [Margrabe (1978)]. El coefi-
ciente de dotacién asi obtenido es independiente de la volatilidad de
la cartera de riesgo relativa y de las oscilaciones del tipo de interés.
Ademas, la distribucién de la inversién total entre cartera de riesgo y
active de comportamiento idéntico al pasivo no requiere reajustes a lo
largo del tiempo.

Palabras clave: fondos de pensiones, estrategias de inversién, invariabi-
lidad temporal, opciones de intercambio.

1 objetivo de este trabajo es construir un modelo sobre una estrategia de
de inversion para los fondos de pensiones. Las aportaciones realizadas al
plan de pensiones por los participes y, en los casos en que proceda, por el
promotor se integran en un fondo de pensiones con la finalidad de que,
debidamente invertidas por los gestores del fondo, constituyan, junto con los
rendimientos que genere esta inversién, un capital suficiente para garantizar en
su momento a los beneficiarios del plan de pensiones el pago de las prestaciones

* Este trabajo se basa en parte de la tesis doctoral de Marfa Antonia Tarraz6n Rodén, Planes y
fondos de pensiones: funcién financiera y estrategias de inversion, dirigida por el Dr. Joan Montllor
i Serrats, para cuya elaboracién concedié una beca la Fundacién Fondo para la Investigacién Econ6-
mica y Social. Una versién preliminar del mismo se present6 en las I Jomadas de Economia Financiera,
organizadas en junio de 1993 por el Instituto de Economia Piiblica y la Fundacién BBV. Agradecemos
los comentarios de José Miguel Rodriguez Ferndndez, profesor de la Universidad de Valladolid, en
el transcurso de esas Jornadas y las sugerencias sobre aspectos formales de David Pujolar Morales,
profesor de la Universidad Auténoma de Barcelona, asi como las puntualizaciones de dos evaluadores
anénimos.
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en €l estipuladas. Puesto que alcanzar este objetivo es la principal finalidad de
un fondo de pensiones, los gestores del mismo deben elegir su estrategia de
inversién teniendo en cuenta, junto con la propia capacidad de gestién y las
oportunidades que ofrezca el mercado, las muy particulares caracteristicas de la
inversién que se lleva a cabo. Se trata de aplicar una estrategia que combine
seguridad y rentabilidad. Seguridad para permitir el cumplimiento de las obliga-
ciones financieras a corto plazo y rentabilidad para generar fondos suficientes que
hagan posible el cumplimiento de las obligaciones a largo plazo.

Es, pues, €ste un caso en que para establecer la estrategia de inversién es
esencial conocer las caracteristicas de las obligaciones financieras del fondo, es
decir, la estructura de su pasivo, constituido por el valor actual de la deuda por
prestaciones del plan de pensiones. En otras palabras, se trata de disefiar un activo
capaz de cumplir los requerimientos que dimanan del pasivo, o liability-asset
[Bookstaber y Gold (1988)]. Para calcular el valor de la deuda del fondo hay que
actualizar las pensiones a un tipo de interés que es funcién del tipo de interés
bésico que rige en el mercado financiero. Por tanto, sus variaciones futuras no
pueden predecirse en un mercado financiero eficiente, donde siguen un proceso
estocastico. De ahi que el valor actual del pasivo de un fondo de pensiones deba
considerarse una variable aleatoria.

Las tendencias actuales sobre estrategias de inversioén aplicables a los fondos
de pensiones recomiendan que éstos adopten una estrategia capaz de garantizar
que el cociente activo/pasivo del fondo de pensiones —denominado coeficiente de
dotacion— resulte sistematicamente superior a un determinado valor. Se trata, pues,
de una estrategia que se encuadra entre las denominadas estrategias de cartera
estructurada, mds concretamente de surplus insurance'. Una estrategia que cumple
esta propiedad es una estrategia de intercambio, puesto que se basa en opciones
de intercambio. Por otro lado, esta estrategia debe ofrecer una proteccion de
horizonte indefinido —es decir, el tipo de proteccién es funcién del tiempo—, ya
que los fondos de pensiones no presentan un determinado horizonte en el que esté
prevista la finalizacién de su actividad. Por estos motivos, se recomienda que la
estrategia de inversién adoptada por un fondo de pensiones proteja, en un hori-
zonte indefinido, su coeficiente de dotacién segin un valor previamente elegido,
esto es, sea una estrategia de invariabilidad temporal e intercambio?.

En este trabajo presentamos un modelo de estrategia de inversion para los
fondos de pensiones que reline ambas caracteristicas, invariabilidad temporal e
intercambio. El apartado 1 recoge una breve sintesis del modelo de invariabilidad
temporal de Brennan y Schwartz (1988), circunscrita al caso que consideramos
de interés para los fondos de pensiones. En el apartado 2 construimos otro modelo
de invariabilidad temporal que se obtiene al afiadir a una cartera de titulos con
riesgo una opcioén de venta americana perpetua. Demostramos que el valor de la
estrategia resultante y el valor de la estrategia de Brennan y Schwartz previamente
estudiada son proporcionales. La finalidad principal de este nuevo modelo —que
puede considerarse, en realidad, como una variante del anterior— es facilitar la

(1) El lector interesado en una descripcion detallada y sistematizada de las estrategias de inversién
para los fondos de pensiones puede encontrarla en Tarrazén y Montllor (1993a).

(2) Véase Bookstaber y Gold (1988), Kritzman (1988), Wagner (1988), Tarrazén y Montllor (1993a).
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interpretacién econdémica de la invariabilidad temporal. A continuacién, destaca-
mos en el apartado 3 las propiedades esenciales de las opciones de intercambio,
siguiendo el trabajo de Margrabe (1978), como paso previo a la adaptacién de
los modelos mencionados a una estrategia de intercambio (apartados 4 y 5).
Precisamente la unién de la invariabilidad temporal con el intercambio nos con-
duce a una estrategia de inversién que retine ambas propiedades y que denomina-
mos estrategia de proteccion proporcional. Los apartados 6 y 7 se ocupan de
diversos aspectos relacionados con su aplicacion.

1. EL MODELO DE INVARIABILIDAD TEMPORAL BRENNAN Y SCHWARTZ

El modelo de invariabilidad temporal de Brennan y Schwartz desarrolla estra-
tegias en las que la inversion se distribuye entre dos activos: una cartera de titulos
con riesgo y un activo o titulo libre de riesgo. Una estrategia de inversién cumple
la propiedad de invariabilidad temporal cuando la fraccién de la riqueza que se
invierte en la cartera de titulos con riesgo es, a lo sumo, funcién del valor de dicha
cartera. En particular, no es funcién del tiempo. Una versién més restrictiva del
concepto de invariabilidad temporal corresponde al caso en que, ademds, tampoco
depende del tiempo el valor de la estrategia, entendiéndose por valor de la estra-
tegia el valor de los fondos acumulados por la estrategia de inversién aplicada3,

El valor de la cartera de titulos con riesgo, S, sigue un proceso estocdstico
del tipo general:

as
?—ud‘c+cdz [1]

donde dz es el incremento debido a un proceso estocastico estdndar de Gauss-
Wiener y w es la tasa de rentabilidad esperada instantdnea de la cartera.

Por otra parte, el estudio de Brennan y Schwartz se cifie a estrategias que
cumplen las tres propiedades siguientes: 1) la fraccién de la riqueza invertida en
la cartera de riesgo sigue una funcién continua que depende, a lo sumo, del valor
de la cartera y del tiempo; 2) la fraccién de la riqueza no invertida en la cartera
de riesgo se invierte en el titulo libre de riesgo; y 3) la estrategia cumple la
propiedad de autofinanciacién, es decir, no se afladen ni retiran fondos de la
misma durante su desarrollo.

El modelo de Brennan y Schwartz no incorpora el pago de dividendos en
la cartera de riesgo, ni el pago de intereses por parte del titulo libre de riesgo.
Por tanto, una aplicacion estricta de esta estrategia requeriria una cartera de riesgo
formada por acciones que no distribuyeran dividendos y un titulo libre de riesgo
de cupén cero. Sin embargo, esta exigencia puede relajarse, por un lado, reinvir-
tiendo los dividendos en las mismas acciones que los distribuyen y, por otro,
reinvirtiendo igualmente los intereses del titulo libre de riesgo en si mismo, aun-
que, evidentemente, haya que protegerse de las variaciones del tipo de interés por
medio de una estrategia complementaria, cuestion que no se aborda en este tra-
bajo.

Brennan y Schwartz demuestran que el valor de la estrategia cuando han
transcurrido T periodos desde su inicio es:

(3) Véase Brennan y Schwartz (1988), pags. 286 y 289.
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siendo o la desviacion tipica de la rentabilidad de la cartera de titulos con riesgo
y r el interés del titulo libre de riesgo. Por otra parte, ¢,, ¢, y 7y son variables
exdgenas cuyos valores deben elegirse de forma que satisfagan la restriccion
presupuestaria inicial y la siguiente desigualdad:

2
(r +102)
N2 )
20° (5]

la cual se justifica por la necesidad de que los términos que aparecen bajo raiz
cuadrada en o, a, sean positivos. La restriccién presupuestaria inicial se refiere,
simplemente, a que el total de la inversidn a efectuar en dicho momento en titulo
libre de riesgo y cartera de riesgo no debe superar el presupuesto de que se
dispone. Brennan y Schwartz consideran una cartera de titulos con riesgo de un
importe igual al presupuesto inicial e igualan ambos a la unidad. Por tanto, el
valor de la estrategia en el momento inicial es:

Y <

Va0 =1 [6]
de donde se deduce*: c, =c (7
c=1-c¢ [8]

por tanto, el valor de la estrategia T periodos después del inicio cumple la si-
guiente ecuacién:

v (s,*c,c,y,r,&) =eft [c -5M +(1-c)- s ] [9]

donde s mintscula designa el valor, en un momento posterior al inicial, de la
cartera de riesgo de la estrategia, cuyo valor en €l momento inicial se ha igualado
a la unidad (cartera de riesgo normalizada).

Brennan y Schwartz interpretan y como la tasa de crecimiento continuo del
valor de la estrategia a lo largo del tiempo. Ciertamente, el valor de la estrategia
depende a su vez del valor de la cartera, por lo que, para que la estrategia crezca
exactamente a la tasa vy, el valor de la cartera de titulos con riesgo debe mante-
nerse constante.

Ademds, para que la estrategia pueda considerarse de proteccién, su valor
debe presentar un minimo positivo, es decir, no puede descender jamds por debajo

(4) En efecto, tenemos V(1,0)=1,S;=1y 7=0, por lo que V(1,0) = ¢, + ¢, = 1, justificAndose
asf las igualdades [7] y [8].
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de un cierto valor positivo conocido previamente. Se demuestra’ que la estrategia
presenta un valor minimo solamente si y < r. En este trabajo nos limitamos al
estudio del caso y = 0 por ser el que posteriormente permite relacionar la estra-
tegia de invariabilidad temporal con una estrategia basada en opciones de inter-
cambio. En el apartado 5 se explica el significado de esta hipétesis.

Siendo vy = 0, el valor minimo de la estrategia se alcanza cuando la cartera
de riesgo toma el siguiente valor:

02
s*=[2r(12—c)]0'2+2r [10]
¢
Por otra parte, la condicidn necesaria de segundo orden para la existencia de
un minimo® requiere que:
0<c<l1 [11]

Puesto que la estrategia y = 0 es la que se utiliza en el resto de este trabajo,
resumimos a continuacién sus caracteristicas principales.

Haciendo v = 0 en [3] y [4] , resulta: o, =1 [12]
o, =-2r/ 62 [13]
_2r
Introduciendo la notacién: = [14]

la funcién del valor de la estrategia en el presente caso es:
V(s,c.Q) = cs + (1¢)-s2 [15]
Se demuestra’ que la proporcién a invertir en la cartera de riesgo es:
c-5s—Q-(1-¢)-s°
c-s+(l~¢)-s%

f(s,¢,Q) = (16]
invirtiéndose el resto del presupuesto en el titulo libre de riesgo.

La relacién entre los valores de una estrategia de variable no normalizada
y su correspondiente estrategia de variable normalizada es inmediata. Teniendo
en cuenta que S designa el valor, en un momento cualquiera posterior al inicial,
de una cartera de riesgo cuyo valor inicial es S,y s (= S/ S;) indica la variable
normalizada correspondiente, puede escribirse:

V (S,c1,€0,1, 6) = g -V (5,¢,Q) (17]

(5) Véase Brennan y Schwartz (1988), pdgs. 290-297.

(6) Véase Brennan y Schwartz (1988), pdg. 293.

(7) La expresién general [Brennan y Schwartz (1988) pag. 288] es:
£(8,€1,€2,%1,0) = W (5,01,60,1sI,0)- 01 + [ 1 - w (5,01,62,7.1,0) ]-atp

c - s™

donde W(')=——al—&— .

¢ -s'+c,-57

Puesto que en el caso que nos ocupa a; = 1, a, = - y vy = 0, es inmediato obtener el resultado del

texto.
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2. INVARIABILIDAD TEMPORAL POR MEDIO DE UNA OPCION DE VENTA AMERICANA
PERPETUA

2.1. Estrategia de proteccion con una opcion de venta americana perpe-
tua

En este apartado se construye una estrategia de invariabilidad temporal que
consiste en proteger la cartera de riesgo con una opcién de venta americana
perpetua, es decir, cuyo vencimiento se sitia en el infinito. Esta nueva estrategia
resulta equivalente a la estrategia de Brennan y Schwartz para y = 0, a la vez
que facilita la interpretacién econémica de la proteccién de invariabilidad tempo-
ral. Con respecto al pago de intereses y dividendos se aplica lo ya expuesto para
el modelo de Brennan y Schwartz.

Supongamos que la opcién se establece sobre una cartera de riesgo, cuyo
valor se representa por S, y sean:

G(S,EX,()) : valor de la opcién de venta americana perpetua;

EX : precio de ejercicio;

S : maximo valor de la cartera de riesgo para el que resulta preferible ejercer
la opcién de venta americana que continuar manteniéndola sin ejercer,

r : tipo de interés del titulo libre de riesgo,
2.

o? : varianza de la rentabilidad de la cartera de riesgo.
E ST
Merton (1973)8 demuestra que: G (SEX,Q) = —X[M [18]
1+Q | Q-EX
$= Q-EX 19
y 1+Q [19]
donde () tiene el significado expresado en [14].
En consecuencia, el valor de la estrategia es:
Y (SEX.Q) = S+G (S,EX.Q) [20]
S
Sean: §=— 21
an s, (21}
e EX
y TS, [22]

es decir, s y € son, respectivamente, el valor de la cartera de riesgo y el precio
de ejercicio que se obtienen al normalizar la variable cartera de riesgo en el
instante inicial de la estrategia. Teniendo en cuenta la proporcionalidad entre los
valores de las opciones cuando los precios de los activos subyacentes y los precios
de ejercicio correspondientes son proporcionales®, puede escribirse:

(8) Véase Merton (1973), citado por Merton (1990), pdgs. 299-300. Mientras Merton utiliza la nota-
cién G (S, =, EX), en este trabajo se opta por no explicitar « en los argumentos de la funcién al no
aparecer ninguna funcién G(-) en la que el horizonte temporal sea otro. En cambio, se incluye {2,
porque en posteriores transformaciones de esta opcién desaparece como argumento de la misma.
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S + GS.EXQ) = Sy-[s + G(5£Q)] 23]
lo que, teniendo en cuenta las notaciones establecidas, equivale a:
Y (S.EX,Q) = S5- Y (5,£,Q) [24)

igualdades que facilitan la comparacién de esta estrategia con la estrategia de
Brennan y Schwartz con variable normalizada. Salvo si se indica explicitamente
lo contrario, en el resto del trabajo se utilizan estrategias con variable normalizada,
por la facilidad que representa trabajar con el coeficiente ¢ en lugar de los dos
coeficientes ¢, y ¢,.

2.2. Proporcionalidad de valores con la estrategia de Brennan y Schwartz

El apéndice matemitico recoge la demostracién de la siguiente proposicion,
formalmente recogida en la ecuacién [27]:

El valor de una estrategia de invariabilidad temporal Brennan-Schwartz con
tasa de crecimiento igual a cero (y = 0) es proporcional al de una estrategia
formada por la misma cartera de riesgo mds una opcién de venta americana
perpetua sobre la misma.

El precio de ejercicio de esta opcion es el valor minimo de la estrategia
Brennan-Schwartz mds el valor de una opcién de venta americana perpetua
sobre la cartera de riesgo, para un valor de esta cartera igual al valor minimo
de la estrategia Brennan-Schwartz. La constante de proporcionalidad es la
propia constante ¢ que aparece en la estrategia Brennan-Schwartz.

Esto es, si se escoge € de forma que se cumpla la igualdad:

£ = s+G(5,6.Q) [25)

1

~ Tl—c¢c e
siendo: 5= [TQ] ’ [26]

es decir, § —valor de la cartera de riesgo que hace éptimo el ejercicio de la opcién
perpetua— se iguala a s* —valor minimo de la estrategia Brennan-Schwartz [10]-y,
teniendo, ademds, en cuenta el cambio de la notacién Q = 2r / o2 [14], entonces:

V(s,c,2) c
s+G (s,8,Q)

Esta igualdad, expresada en funcién de la variable normalizada, se cumple
también cuando se trabaja con variables no normalizadas.

[27]

(9) Obsérvese que, si no se cumple la proporcionalidad, aparece una clara oportunidad de arbitraje.
Merton (1973), (teorema 8.6.) demuestra esta propiedad para las opciones de compra americanas.
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’

Entre ¢ y € existe la siguiente relacién!d: €

1
_ 1+Q'|:Q(1—c)]l+ﬁ (28]

Q c

2.3. Andlisis de la composicién de las estrategias

En este apartado se analiza la composicién —entendiendo como tal la distri-
bucién porcentual entre titulo libre de riesgo y cartera de riesgo— de las dos
estrategias consideradas, poniendo de manifiesto que ambas presentan idéntica
composicion.

Por lo que se refiere a la estrategia Brennan-Schwartz, la proporcién inver-
tida en cartera de riesgo es segin [16}:

-Q

F(5,0,Q) = c:s—Q-(1-¢)-s

c-s+(1—-c¢)-s¢

siendo, por tanto, la proporcién invertida en titulo libre de riesgo:

1-¢)-s%-(1+Q)

I=f (s = c-s+(l-¢)-s®

{291

Para analizar la estrategia de proteccion con la opcién de venta americana
perpetua hay que partir del planteamiento de Black y Scholes (1973) segin el
cual, por la via sintética, puede reproducirse el comportamiento de una opcién
mediante una combinacién variable en el tiempo!! entre la cartera de riesgo sobre
la que se trata de aplicar la opcidn y titulo libre de riesgo. Conviene, por otra
parte, tener en cuenta que las opciones de este tipo no se negocian actualmente
en los mercados, por lo que s6lo pueden conseguirse por la via sintética. Una
opcion sintética se construye mediante A acciones o “unidades de cartera” y una
inversién en titulo libre de riesgo igual al valor de la opcién menos el valor de
las A acciones o “unidades de cartera”, siendo A la derivada del valor de la opcién
respecto del valor de la accién o cartera (3G / 3s). Teniendo en cuenta [18], [25]
y [26]'2, puede escribirse:

l1-¢
G (s,6,Q) =
(s,€,Q) g [30]
y a partir de aqui: A 3G —[Q-(l—c)-s‘l'“] [31]
"85 c

1
(10) Esta relacién es vlida para s variable normalizada. En otro caso es: gy _ 1+4Q .[Q'Cz :l“n
Q q

(11) Esta combinacién debe modificarse en la medida en que varfa el valor de la cartera, lo cual ocurre
en el tiempo, pero no por su mero transcurso, sino por el hecho de que las modificaciones del valor

de la cartera tienen una dimensién temporal.
1+QH1_C.Q]”<1+9)

(12) En efecto, sustituyendo [26] en [25], tenemos; & ={ Q -

y, sustituyendo el valor de € obtenido en [18], se llega a la igualdad [30], tras realizar algunas
operaciones.
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Por tanto: As = -cl(l1<) Q. s@ [32]

donde el signo negativo indica, como es habitual, posicién short.
La inversi6n en titulo libre de riesgo a incluir en la opcién sintética es:

G (5EX.Q)-As = c!-s92(1-c)(1+Q) [33)

Puede, pues, afirmarse que la estrategia de cartera de riesgo mds opcién de
venta americana perpetua tiene la siguiente composicién:

a) Cartera de riesgo s-cl-(l-¢)- Q- s8

b) Titulo libre de riesgo c1(1-0)-(1+Q)-s2

s + cllc) s

A partir de aqui se comprueba ficilmente que la composicién porcentual de
esta estrategia es la misma que la de la estrategia Brennan-Schwartz. En efecto,
la proporcién invertida en cartera de riesgo es:

- (1-0)- Q5%
s+et-(1-¢) -5

y, multiplicando numerador y denominador por ¢, se halla de nuevo la antigua
ecuacién [16]:

0 (s,c,Q) =2 [34]

c-s=Q-(1-¢)-s%

6 (s,c,Q) =
(5:c.42) c-s+(l-¢)-s9

por lo que: 0 (S,C,Q) = f(S,C,Q) [35]

De ahi resulta ya evidente la igualdad de las proporciones invertidas en titulo
libre de riesgo por cada una de las estrategias, igualdad que, en cualquier caso,
puede comprobarse siguiendo el mismo procedimiento.

2.4. Alternativas para iniciar una estrategia de proteccion de invariabili-
dad temporal

De cuanto se ha expuesto se desprende que una estrategia de proteccién de
invariabilidad temporal sobre una cartera de riesgo igual a S, unidades monetarias
en el momento inicial puede realizarse por dos vias:

a) Aportando G(S,,EX,(}), es decir, S;*G(1,€,{2), unidades monetarias — ade-
més de S, por supuesto— y distribuyendo la cifra S, + S;-G(1,€,{2) entre cartera
de riesgo y titulo libre de riesgo, segiin las proporciones f (s,c,2) y [ 1 - f (s,¢,Q2)
], que deben reajustarse continuamente en el futuro al variar el valor de la cartera
de riesgo.

b) Distribuyendo directamente la cifra de S, unidades monetarias segin el
criterio que se acaba de indicar, lo que equivale a seguir la estrategia propuesta
por Brennan y Schwartz, reajustando la composicion de la estrategia a lo largo
del tiempo al igual que en a).

La principal diferencia entre una y ofra alternativa radica en la forma en que
se asume el coste de la proteccién. En la primera de ellas el coste de la proteccién
es asumido aportando el valor de la opcién. En la segunda aparece permanente-
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mente un coste proporcional al valor de la estrategia. En efecto, la relacién entre
V () y [s + G ()] vista en [27] puede expresarse también de la siguiente manera:

V(s,60) = [s+G6Q)]--c)[s+G(s,£Q) ] [36]

por lo que puede escribirse:

SoV (5,6,Q2) = Sy[s+G(s,£,Q)1-(1-c)-Sy[ s + G(s,8.) ] [37]
que se interpreta como sigue:
Valor de la estrategia sin Valor de la estrategia Coste por no haber
haber aportado el valor = habiendo aportado el - aportado el valor
inicial de la opcién valor inicial de la opci6n inicial de la.opcién

Puede, pues, interpretarse el coeficiente (1-c) como el coste proporcional de
la estrategia de proteccion'3.

3. OPCIONES DE INTERCAMBIO

Las estrategias estudiadas hasta aqui garantizan que, en cifras absolutas, el
valor de la inversién efectuada resulta sistematicamente superior o igual a una
cifra minima conocida. A continuacién estudiamos otra estrategia en la que el
objetivo de la proteccion es garantizar que el valor de la inversién efectuada
(activo) resulte sistemdticamente superior o igual a un pasivo o a una fraccion del
mismo, comportindose este pasivo —al igual que la inversién o activo— como una
variable aleatoria. Tal es el caso de los fondos de pensiones en que el valor actual
de su pasivo es funcién del tipo de interés de mercado. La proteccién requerida
para garantizar un valor minimo de la relacién activo/pasivo la proporcionan las
opciones de intercambio, estudiadas y valoradas fundamentalmente en el modelo
de Margrabe (1978).

Una opcién de intercambio sobre la fraccion € de una cartera P contra otra
cartera S otorga a quien la posee el derecho a recibir €-P a cambio de S a su
vencimiento, si la opcién es europea, o entre el momento de su suscripcién y su
vencimiento, si es americana. Como es 16gico, llegado el vencimiento se ejercitara
la opcién si e-P > S. Una opcidén de intercambio puede interpretarse como una
opcioén de compra sobre €-P con § como precio de ejercicio o como una opcién
de venta sobre S con €-P como precio de ejercicio.

Margrabe pone de manifiesto que para valorar una opcién de intercambio
(precio de ejercicio aleatorio) puede aplicarse el modelo de Black y Scholes
(precio de ejercicio fijo) efectuando las siguientes transformaciones en las varia-
bles de este modelo:

— se considera como cartera de riesgo el cociente entre la cartera S y la car-
tera P,
— el titulo libre de riesgo queda representado por la unidad relativa que resulta
del cociente de la cartera P consigo misma;

(13) Brennan y Schwartz (1988) realizan por otro camino la misma interpretacién. Tras demostrar que:
limsg_yo0 [V(s) /8] = ¢

afirman: “en consecuencia, (1-c) puede interpretarse como el coste proporcional de la estrategia de

proteccién en caso de resultados favorables”. (op.cit., pags. 292-293).
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— el tipo de interés que corresponde a este titulo libre de riesgo es cero;

— la desviaci6n tipica que hay que aplicar es la de la rentabilidad de la cartera
de riesgo relativa S/P.

Se trata de que el cociente entre S y P sea superior a una determinada cons-
tante, que Margrabe considera implicitamente igual a la unidad y que a efectos
de éste trabajo conviene que pueda tomar un valor cualquiera, designado por e.
Luego, es evidente que este cociente es la cartera de riesgo. Por otra parte, dado
que nos interesamos por el valor relativo de la estrategia, el titulo libre de riesgo
no puede ser sino la relacién del titulo (o cartera) a recibir consigo mismo.
Finalmente, el interés correspondiente a este titulo libre de riesgo es cerol4,

Se obtiene asi el valor de la opcién de intercambio para cada unidad mone-
taria de la cartera que es posible recibir. Para conocer el valor de la opcidn sobre
P unidades monetarias de esta cartera basta multiplicar por P el valor anterior-
mente obtenido.

Para poder introducir en un modelo una estrategia de invariabilidad temporal
e intercambio, hay que deducir, a continuacién, la expresién del valor de la opcién
de venta americana perpetua para el caso de intercambio, aplicando las transforma-
ciones mencionadas.

Considérese una opcién que permite a su propietario intercambiar una cartera,
cuyo valor representa S, por la fraccién e de otra cartera, cuyo valor viene indi-
cado por P, en cualquier momento desde su constitucién hasta el infinito, siendo
iguales los valores de ambas carteras en el momento inicial, es decir, Sy=P,,.
Evidentemente, puede concebirse como una opcién de venta sobre S con €-P como
precio de ejerciciol’. Por tanto, para valorar esta opcién hay que aplicar los
cambios indicados al final del apartado anterior sobre la expresién del valor de
una opcién de venta americana perpetua. Tomamos, pues, como cartera de riesgo,
T, el cociente entre S y P:

r=- [38]

Al igualar a cero el tipo de interés y puesto que {} = 2r / o, resulta:
Q=0 {391

Se toma € como precio de ejercicio relativo (e-P /P).
Por tanto, el valor de la opcién por unidad monetaria de la cartera P es:

F -Q
lim g_o G (T,€,Q) = limg_, TEE[IL‘E_] [40]

(14) En palabras del propio Margrabe (1978): “El tipo de interés de un préstamo sin riesgo, conside-
rado en unidades del activo que se recibe en caso de ejercitarse la opcién de intercambio, es cero en
un mercado de competencia perfecta. El prestamista de una unidad de este activo exige como pago
del principal la devolucién de una unidad del mismo, no aplicando ningin interés sobre el préstamo,
puesto que, en equilibrio, la revalorizacién del activo durante el periodo de existencia del crédito
constituye la compensacién por la inversién y el riesgo.” (op. cit., pags. 179-180).

(15) También puede concebirse como una opcién de compra sobre €-P con S como precio de ejercicio.
Aqui se estudia desde el punto de vista de una opcién de venta, a fin de utilizar el mismo tipo de
enfoque que en la parte precedente de este trabajo.
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Resolviendo este limite!6, se obtiene: lim oo G (T,e,Q) =¢ [41]

por lo que el valor total de la opcién referido a las P unidades monetarias de valor
de la cartera pasiva es:

G(S,eP)=¢P | [42]
Adaptando a este caso la relacién entre € y ¢ que proporciona [28], resulta:
1

lim & = lim li&.[?;(lﬁ]“" [43]

Q c

. . . . 1-¢
y, resolviendo este limite!?, se obtiene: limg ,€= — [44]

-c

Luego, puede escribirse: G(T,¢c)= ~ [45]

Por otra parte, a partir de [19] es inmediato deducir que el maximo valor de
I' para el que se ejerce la opcién perpetua es:

I'=0 [46]
de donde se desprende que: § =0 [47]

Resulta, pues, que el valor de una opcién perpetua de intercambio es igual
al valor del activo a recibir y que esta opcién sélo se ejercita en caso de que el
valor del activo a entregar sea igual a cero.

Los resultados que acaban de obtenerse [ § = 0y G (S, €'P) = e-P ] también
pueden deducirse siguiendo otro camino. Margrabe ha demostrado que el ejercicio
anticipado de una opcién de intercambio no es 6ptimo!®. En efecto, el valor de
una cartera formada por €:P y la venta short de S es [e-P - S], mientras que la
opcién de intercambio da derecho a Mdx [0, e-P - S], siendo evidente que esta
posicién domina a la anterior. Sin embargo, el ejercicio anticipado de la opcién
—que evidentemente requicre €'P > S— transforma la segunda posicién en la
primera, por lo que no resulta 6ptimo. Debe, no obstante, hacerse una excepcién
para el caso en que S = 0, en el que ambas posiciones devienen iguales!®. Por
tanto, una opcién de intercambio se ejercita anticipadamente s6lo en el caso trivial

(16) Véase el apéndice matemético (apartado 8.2.). Este mismo resultado se obtiene a partir de la
férmula de Margrabe, previamente adaptada al tipo de opcién de intercambio que aqui se considera,
cuando el vencimiento tiende a infinito. Véase Tarrazén y Montllor (1993b), expresién [46].

(17) Véase el apéndice matemdtico (apartado 8.3.). Este mismo resultado se obtiene siguiendo el
camino alternativo indicado en la nota 16. Véase Tarrazén y Montllor (1993b), expresién [54].

(18) Véase Margrabe (1978), pags. 180-181. Como el propio Margrabe sefiala, este resultado no
contradice la conclusién de Merton (1973) sobre la posibilidad del ejercicio anticipado 6ptimo de las
opciones americanas, pues Merton se refiere a opciones de precio de ejercicio fijo y Margrabe a
opciones de precio de ejercicio aleatorio.

(19) Cuando el valor de mercado de un activo deviene exactamente igual a cero, se considera que no
existe ninguna posibilidad de que en el futuro se recupere, ya que, si fuese asi, su valor deberia ser
positivo, aunque, en determinados casos, pudiera ser pricticamente nulo. Véase Brealey y Myers
(1991), pag. 496.

160



Proteccién proporcional en los fondos de pensiones

en que S = 0, mientras que, si la opcién es perpetua, sélo se ejercita si S = 0.
Se infiere también de aqui que, en una hipétesis de caeteris paribus, siempre
tendrd mayor valor una opcién de intercambio cuyo vencimiento esté mas alejado
que una opcién de intercambio cuyo vencimiento se halle mds préximo, pues en
el vencimiento la situacién corresponde a una de las dos posiciones, cero o
[e-P-S], mientras que, cuando éste todavia no se ha producido, puede optarse a
la mayor de ambas.

Es evidente que el valor de una opcién de intercambio nunca puede superar
el valor del activo a recibir, €'P, aunque en algunos casos puede alcanzarlo, por
ejemplo, cuando S = 0. Supongamos una opcién de intercambio cuyo valor es
inferior a €'P, lo que por otra parte implica S > 0. Puesto que el valor de una
opcidén de intercambio es mds elevado cuanto mds lejano se sitia su vencimiento,
puede hacerse crecer el valor de la opcion que nos ocupa alargando su venci-
miento. De aqui se deriva que el vencimiento de la opcién considerada no es el
infinito. Luego, el valor de una opcién de intercambio cuando S > 0 es inferior
al valor del activo a recibir, €-P, si y sélo si su vencimiento es inferior al infinito.
Puede, pues, afirmarse sensu contrario que el valor de una opcién de intercambio
cuyo vencimiento se sitda en el infinito es igual al valor del activo que es posible
recibir en caso de ejercitarse la opcidn.

4. ESTRATEGIA DE INVARIABILIDAD TEMPORAL CON UNA OPCION PERPETUA DE
INTERCAMBIO

Una vez conocido el valor de la opcién perpetua de intercambio resulta
inmediato hallar el valor de la estrategia que consiste en afadir dicha opcién a
la cartera de riesgo. En términos absolutos, el valor de esta estrategia es:

Y (S, P) =S+¢&P [48]
y en términos relativos: y(Te) =T+e [49]

valores que, teniendo en cuenta |44], pueden también expresarse en funcién de
¢ en lugar de €:

l-c¢

YSe,P)=S + —

. T [50]

y(F,s)=F+1——C {51]
c

Ciertamente no se negocian en los mercados financieros opciones perpetuas
de intercambio, por lo que, para aplicar esta estrategia, resulta necesario crear la
opcidn por la via sintética. Sin embargo, en este caso la composicién de la opcién
sintética es trivial, ya que consiste sencillamente en invertir el valor de la opcién
en la cartera a recibir en caso de producirse el intercambio. En efecto, el coefi-
ciente A visto en [31], que indica las unidades de cartera de riesgo en la opcién

sintética de intercambio, es nulo:

=9%Y _ 521
or 0 521

A
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Por tanto, el valor total de la opcién en el momento inicial, € P, debe
invertirse en la cartera P, inversién a mantener permanentemente, que no precisa
reajustes en el futuro.

De cuanto se ha expuesto en este apartado se desprende que, para iniciar una
estrategia de invariabilidad temporal con una opcién perpetua de intercambio, hay
que invertir S, unidades en la cartera de riesgo del activo y P, unidades en una
cartera que presenta las mismas propiedades que el pasivo, siendo:

So =Py 53]

De [48] se deduce que esta estrategia no requiere reajustes a lo largo del
tiempo. Por otro lado, es evidente que su valor relativo en cualquier momento es
igual o superior al precio de ejercicio relativo de la opcién de intercambio:

S+s-P28 [54]
P

5. LA ESTRATEGIA DE INVARIABILIDAD TEMPORAL DE BRENNAN Y SCHWARTZ
APLICADA AL INTERCAMBIO DE CARTERAS

Se aplica, a continuacidn, la estrategia de invariabilidad temporal de Brennan
y Schwartz para y = 0 al intercambio de carteras. En el presente caso, la cartera
de riesgo relativa (I') consiste en el cociente entre el activo y el pasivo de un
fondo de pensiones. Adoptamos la hip6tesis y = O por considerar que no parecen
existir razones que justifiquen exigir, a través de la estrategia de inversion, una
tasa de crecimiento sistemdtico del cociente activo/pasivo. La adaptacion que se
realiza en este apartado implica efectuar los cambios de variables, expuestos en
el apartado 3, que permiten transformar una opcién ordinaria en una opcién de
intercambio y, por extensidn, cualquier relacién entre variables financieras ordina-
rias en una relacion entre variables financieras de intercambio. En consecuencia,
sustituyendo en [15] s por T’ (= S / P)?° y haciendo () = 0 (por r = 0), se obtiene
el siguiente valor de la estrategia relativa, esto es, por unidad monetaria de P:

v(T,¢) =cl + (1) [55]
siendo su valor en términos absolutos:
P-v(T,¢c) = ¢S+ (1-c)-P [56]

El valor relativo de esta estrategia es en cualquier caso superior a (1-¢). En
efecto:

c-S+(1-c)-P
P
Aplicando las mismas transformaciones en [16], ecuacién que indica la pro-

porcién de la inversién en cartera de riesgo en el valor absoluto de la estrategia
en el caso estdndar (no intercambio), se obtiene:

2 (1-c) [57]

(20) Recuérdese que para llegar a [15] se habia normalizado previamente la variable cartera de riesgo,
haciendo s = S/S,, por lo que s, = 1. La variable I correspondiente a la cartera de riesgo relativa viene
normalizada, puesto que I'y = 1 , como consecuencia de la igualdad contable inicial S, = Py,
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c-T
I'e)=——
T 9= s (58]
que, a su vez, indica la proporcién de la cartera de riesgo en el valor total de la
estrategia de intercambio. Multiplicando numerador y denominador por P, esta

proporcién puede expresarse también de la siguiente manera:

c-S
S,P¢c)y=———

TP = s icop [59]
siendo evidente que la proporcién de P en el valor total de la estrategia viene dada
por [1 - f (§,P,0)]?.

Al pasar a estrategias de intercambio se mantiene la proporcionalidad ya
detectada al comparar la estrategia de Brennan y Schwartz con la estrategia de
cartera de riesgo mds opcién de venta americana perpetua. En efecto, dividiendo
[55] por [51], se obtiene:

v(l,e) ¢ T+(-c) ¢

yTe) p l=c [60]
C

En consecuencia, podemos considerar que tanto a partir de la opcién perpetua
de intercambio aplicada sobre la cartera de riesgo, como a partir de la adapta-
cion de la estrategia de invariabilidad temporal de Brennan y Schwartz al caso
de intercambio hemos obtenido dos variantes de una misma estrategia de invaria-
bilidad temporal e intercambio. Proponemos denominarla estrategia de proteccion
proporcional.

Esta estrategia presenta la interesante propiedad de no requerir reajustes a lo
largo del tiempo, extremo particularmente relevante, que la distingue de otras
posibles estrategias de inversion. De la simple lectura de la igualdad [55] se
desprende que la derivada del valor relativo de la estrategia v (-) con respecto a
la cartera relativa I' es constante e igual a c¢. Luego, la cartera en que esta
estrategia se traduce se compone de modo permanente de ¢ unidades de Sy (1-c)
unidades de P. Esta composicién origina automiticamente que la proporcién de
la estrategia invertida en cartera de riesgo sea la expresada por la ecuacién [58].
Idéntica conclusién se alcanza a partir de [56] y [59].

6. LA ESTRATEGIA DE PROTECCION PROPORCIONAL

6.1. Las variantes de la estrategia de proteccion proporcional

Como se ha sefialado en la introduccién, el principal propésito de este trabajo
es investigar las caracteristicas que debe reunir una estrategia de inversion de
invariabilidad temporal e intercambio. Tras el andlisis de la estrategia de invaria-
bilidad temporal de Brennan y Schwartz y de otra estrategia, también de invaria-
bilidad temporal y de valor proporcional a la anterior, consistente en afiadir una
opcion de venta americana perpetua a la cartera de riesgo, hemos adaptado
ambas estrategias al caso de intercambio. El paralelismo existente entre los resul-

(21) Se demuestra f4cilmente que las proporciones de las carteras son las mismas en el caso en que
se aplica la opci6n perpetua de intercambio. Basta tener en cuenta la proporcionalidad entre los valores
de ambas estrategias, que se demuestra a continuacién.
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tados alcanzados, tal como muestra el apartado precedente, conduce a considerar
las adaptaciones realizadas no como diferentes estrategias, sino como variantes de
una misma estrategia, denominada estrategia de proteccion proporcional. En este
apartado se demuestra la confluencia de ambas variantes, se estudia el coste que
conlleva implementarias y se comentan las caracteristicas de la estrategia de pro-
teccidn proporcional en relacién con el proceso estocéstico de la cartera de riesgo.

Considérese una entidad financiera que debe invertir un pasivo igual a P
unidades monetarias en ¢l momento actual. El valor de este pasivo se supone
funcidén de los tipos de interés del mercado financiero, comportindose, por tanto,
como una variable aleatoria. Se fija como objetivo de proteccién que la relacién
entre activo y pasivo no se sitde en ningin momento por debajo de un coeficiente
e antes de considerar los efectos del coste de la proteccién. Esta proteccion puede
realizarse con una opcién perpetua de intercambio o bien aplicando la estrategia
de Brennan y Schwartz adaptada al caso de intercambio. Tanto en una como en
otra alternativa la inversi6n total se distribuye entre una cartera de titulos con
riesgo y un activo libre de riesgo. Este, dadas las circunstancias, debe consistir
en un activo idéntico al pasivo, que experimentara l6gicamente las mismas varia-
ciones aleatorias en su valor.

Analicemos qué ocurre en caso de optar por la estrategia de la opcién de
intercambio. Puesto que en los mercados financieros no se negocian opciones de
este tipo, la opcién de intercambio debe crearse sintéticamente. De acuerdo con
lo expuesto en el apartado 4, si el valor actual del pasivo es Py, es preciso invertir
€ P, unidades monetarias en un activo idéntico a este pasivo. Esta es la inversién
de proteccién u opcién sintética de intercambio. La inversién principal consiste
en P, unidades monetarias que se destinan a la adquisicién de una cartera de
titulos con riesgo, cuyo valor inicial se representa por S, siendo légicamente S,
= P,. Por tanto, esta variante de la estrategia de proteccion proporcional requiere
una inversién total inicial igual a S, + €'P,. Es evidente que en todo momento
se cumple la desigualdad {54], [(S + €-P) / P] = €. La necesidad de realizar una
inversién adicional igual a €-P puede constituir un obstdculo considerable.

Un camino que permite evitar esta inversién adicional viene dado por la
aplicacién de la estrategia de Brennan y Schwartz adaptada al intercambio, estra-
tegia que, como recoge el apartado 5, consiste en distribuir el presupuesto de
inversién entre una proporcién c, que se invierte en cartera de riesgo, y una
proporcién (I-¢) , que se invierte en un activo de comportamiento idéntico al
pasivo, que en este caso desempeifia el papel de activo libre de riesgo. En conse-
cuencia, el presupuesto de P, unidades monetarias se distribuye entre c'P;, unida-
des monetarias en cartera de riesgo —siendo c-P, = c-S, por lo anteriormente
expuesto— y (1-¢)-P, unidades monetarias en el activo de comportamiento idéntico
al pasivo. En cualquier momento el valor de la inversién efectuada es [c-S +
(1-c)-P], cumpliéndose, pues, la desigualdad [57]:

c~S+(;—c)-P > (1-¢)

Ademds, cuando se considera la opcidn sintética de valor e-P como una
aportacién adicional que forma parte del pasivo a proteger, la estrategia con la
opcidén de intercambio proporciona exactamente la misma proteccién que la estra-
tegia de Brennan y Schwartz adaptada al intercambio, por lo que la relacién entre
activo y pasivo ampliado es:
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S+e-P
P-(1+¢)
pues, teniendo en cuenta que por [44] € = (I-¢c) / ¢ , se obtiene:
S+e-P ¢ S+(-¢)-P
P-(1+¢) P

(61]

es decir, los cocientes activo/pasivo de una y otra estrategia resultan iguales.

Por otro lado, la variante basada en la estrategia de Brennan y Schwartz
equivale a invertir ¢-P; unidades monetarias en una cartera de riesgo y protegerla
con la correspondiente opcidn perpetua de intercambio, cuyo valor ahora es de
(1-¢)-Py (= [(1-c)/c]-c-P,) unidades monetarias.

En consecuencia, la estrategia de proteccién proporcional debe aplicarse
preferentemente a partir de la variante basada en la estrategia de Brennan y
Schwartz, quedando la variante basada en la opci6n sintética de intercambio prin-
cipalmente como una ayuda para la interpretacién del significado de la estrate-
gia?2. Nétese que ambas variantes proporcionan la misma proteccién proporcional,
que es la que cabe considerar relevante para un fondo de pensiones, por lo que
no parece que pueda tener interés para una entidad de este tipo ampliar su pasivo
a fin de implementar la variante estratégica de la opcién perpetua.

6.2. El coste de la estrategia de proteccion proporcional

La aplicacién de esta estrategia obliga a asumir un coste de proteccion. Si
se opta por la variante basada en la opcién perpetua de intercambio, el coste
consiste en la aportacién adicional de €:P, unidades monetarias en el momento
inicial. Si se escoge, como parece mds razonable, la variante basada en la estrate-
gia de Brennan y Schwartz adaptada al intercambio, aparece un coste proporcional
igual, en todo momento, al producto de (1-c) por el valor de la estrategia. En
efecto, adaptando la igualdad [37] a este caso, puede escribirse:

S+ec)P=ls+ ¢ ploden s  220=0
c-S+(—-c)-P [S+C P] ( c)[S+ . ] [62]

expresion que, nuevamente, indica que el valor de la estrategia sin haber aportado
el valor inicial de la opcién es igual al valor de la estrategia habiendo aportado
el valor inicial de la opcién, menos el coste por no haber efectuado dicha aporta-
cién. Obsérvese como este coste es la proporcién (1-¢) del valor de la estrategia,
mientras (1-c) es a la vez el valor minimo relativo de la variante basada en la
estrategia de Brennan y Schwartz.

Por tanto, se trata de elegir entre el coste absoluto €-P y el coste proporcional
(1-c), obteniéndose en ambos casos la misma proteccién proporcional, de acuerdo
con lo indicado en el apartado 6.1., donde nos inclinamos por aplicar la variante
basada en la estrategia de Brennan y Schwartz, para evitar una ampliacién del

(22) La estrategia de proteccion proporcional puede deducirse también transformando el modelo de
opciones de intercambio de Margrabe (1978) en un modelo de invariabilidad temporal. Por otra parte,
esta estrategia resulta equivalente a la constant proportion portfolio insurance relativa cuando se adopta
un valor del multiplicador igual a la unidad . Véase Tarrazén (1992) y Tarrazén y Montllor (1993b).
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pasivo que no contribuye a aumentar la proteccién proporcional. En el apéndice
matematico se estudia la relacién entre € y c.

6.3. El valor de la estrategia de proteccion proporcional y el proceso
estocdstico de la cartera de riesgo relativa
Quiza uno de los aspectos mds interesantes de la estrategia de proteccién
proporcional viene dado por su relacion con el proceso estocistico que sigue la
cartera de riesgo relativa, S/P. Tomemos como punto de referencia la variante
correspondiente al modelo de Brennan y Schwartz, en la que el valor relativo de
la estrategia queda recogido en la expresién:

S
c-—+(-c
S+ (-0

Se observa que dicho valor es efectivamente funcién del proceso estocistico se-
guido por S/P. Sin embargo, la proteccion proporcional (1-¢) no depende del valor
que tome S/P, con lo que nos hallamos ante una proteccion relativa independiente
tanto de la volatilidad de dicha cartera de riesgo relativa como de las oscilacio-
nes del tipo de interés; en otras palabras, independiente de dos de los factores
mas significativos y dificiles de controlar del riesgo de las estrategias de protec-
cién de carteras. Esta caracteristica, propia de la estrategia de proteccion propor-
cional, es una de las particularidades relevantes que la distingue.

7. CONCLUSIONES: LA APLICACION DE LA ESTRATEGIA DE PROTECCION
PROPORCIONAL

En este trabajo presentamos la estrategia de proteccién proporcional como
estrategia de inversidn basica de un fondo de pensiones por cumplir las propieda-
des de invariabilidad temporal e intercambio. Se trata de una estrategia que ofrece
una proteccién exenta de componentes especulativos, siendo la mas adecuada para
guiar sistemdticamente las inversiones de entidades que, como los fondos de
pensiones, cuentan con un horizonte de inversién no sujeto a limitaciones?3,

Para aplicar la estrategia de proteccién proporcional a las inversiones de un
fondo de pensiones debe seguirse la siguiente secuencia de pasos:

1) En primer lugar, hay que fijar P, el presupuesto a invertir, que es funcién
de las aportaciones realizadas al plan de pensiones e integradas en un fondo de
pensiones, que las gestiona.

2) A continuacion, ha de analizarse cémo se forma el valor de este pasivo
o deuda del fondo de pensiones, cuya estructura depende tanto de las caracteris-
ticas de la poblacién acogida al plan de pensiones gestionado, como del tipo de
prestaciones que é€ste cubra.

3) Una vez establecida la naturaleza del pasivo, se busca un activo de com-
portamiento idéntico al de este pasivo o, lo que va a resultar mucho mas habitual,
se crea utilizando los instrumentos financieros adecuados.

(23) Este trabajo no aborda las adaptaciones o complementos que pudiera requerir la estrategia de
proteccién proporcional por alteraciones de tipo demogrifico que afecten al volumen de las pensiones
gestionadas por el fondo.
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4) Por otro lado, se elige una cartera de titulos con riesgo de comportamiento
satisfactorio.

5) A fin de implementar la estrategia de inversion, se define el nivel de
proteccién deseado para las inversiones del fondo de pensiones en los siguientes
términos:

5.1) Relacién entre activo total y pasivo: (1-¢)

5.2) Relacién entre el activo invertido en la cartera de riesgo y el pasivo que
lo financia, €, siendo:

1-¢
£ =—ro
c

Es, obviamente, fundamental elegir adecuadamente el coeficiente de proteccién
[e o (1-c)], que es la variable exdgena del modelo.

6) Por ultimo, se distribuye P, entre la inversion en cartera de riesgo, igual
a c-P, unidades monetarias en el momento inicial, y el activo de comportamiento
idéntico al pasivo, igual a (1-c)-P, unidades monetarias, también en el momento
inicial,

La estrategia de proteccion proporcional no requiere, pues, reajustes a lo
largo del tiempo, siendo ésta otra de sus principales aportaciones. En cualquier
caso, si las circunstancias aconsejasen, en un momento dado, disponer de una
proteccion distinta a la que proporciona el coeficiente de proteccién adoptado, los
responsables de la gestion del fondo de pensiones tan sélo han de modificar dicho
coeficiente, con el consiguiente reajuste de la distribucién de la inversion total
entre cartera de riesgo y cartera de comportamiento idéntico al del pasivo.

Por otro lado, la estrategia de proteccion proporcional presenta una intere-
sante propiedad en el orden macroeconémico, ya que, al no obligar a reajustes
cuando varia el valor de la cartera de riesgo, evita las presiones de la oferta que
otras estrategias de proteccién de carteras originan al bajar la bolsa. No se trata
de que los gestores de un fondo de pensiones no puedan o no deban decidir la
reduccién de su posicion en renta variable, si prevén un descenso en el mercado
—lo que es sencillamente asumible como una especulacion razonable—, sino que
la propia estrategia no contiene en si misma una decisién de venta por el hecho
de que el mercado haya experimentado una bajada, al contrario de lo que ocurre
con otras estrategias de proteccion de carteras.

8. APENDICE MATEMATICO
8.1. Demostracion de la igualdad [27] del texto

Proposicion:
Si se escoge € de forma que se cumpla la igualdad:

£ = s+ G(s,8,Q) [A.1]
1
siendo: h = [g.l:_ﬁ:l““ [A2]
c
(valor minimo de la estrategia Brennan-Schwartz segin [10], tras introducir el

cambio de notacién indicado en [14]),
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V(s,c,Q) _

. =c
entonces: 5+G(5.6.Q) [A.3]
Demostracion: o
€ 1+Q)-s|
PP ,Q —_* | =0
Por [18] podemos escribir: G(s,€,L2) 30 [ O :| [A.4]

Haciendo, en esta expresion, s = § y sustituyendo € por su valor segin [19]
en funcién de §, resulta:

G(/s\,e,Q) = [AS]

b|m>

Sustituyendo en [A.1], se obtiene ¢ = § . 1:29

resultado que no es sino una sencilla transformacién de [19], pero cuyo interés
radica en que permite relacionar [A.1] con [19].
Sustituyendo el valor obtenido en [A.4] y operando, resulta:

[A.6]

A -2
s|s
G()= 5[7] [A.7]
s
A A ; 1+Q
Por tanto: s+G() =s+ ) [A.8]
Sustituyendo [A.2] en [A.8], se obtiene:
|:Q' l—C ﬁ{lﬂl)
A A c
+G() = s+ ,
s+G() .0 [A.9]
y, operando, resulta: 5+ G() = S+ 1-c 5 [A.10]
c

Teniendo en cuenta el valor de la estrategia de Brennan y Schwartz segin
[15]:

V(s,c,2) = s-c+ (1-¢)s® [A.11]
y dividiendo esta igualdad por la anterior, se obtiene:

V() _sct(l-c)-s?

s+GO)  1=¢ _a [A.12]
c
En consecuencia: V(s,e,) _ . qe.d.
s+G(s,£,Q)
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8.2. Demostracién de la igualdad [41] del texto

Proposicion:
limg oG eQ) = €
Demostracion:
. . € 1+Q r|*°
Por [40]: limgy G (T',€,Q) = llmn_mH—Q'[—a—'z]

Por una propiedad de los limites puede escribirse:

limg,_ .G (T,&,Q) = limg,_, de limn_,o[% X
Es evidente que: i € _¢
mQ—)O 1+ Q

1+Q r* 1+Q7° [rT"
Por otra parte: li - =1 2= =
lrnﬂ—)O[ Q s:l tmﬂ—>0|:|: Q ] [8]
o que: l [—”Q-E]_Q =i [—”Q]_ﬂ-h’ o
por lo que: M50 Q My 0 Q Mg 0 e
. r —Q
Es evidente que: limg_,, [_] =1
€
. 1+Q7T"
Por otra parte: limg_,, [—Q-] =0

[A.13]

[A.14]

[A.15]

[A.16]

[A.17]

[A.18]

[A.19]

{A.20]

Esta indeterminacién es tratable aplicando el siguiente teorema del andlisis

matemético?*:

lim,_,, 1n[g(x)] = Inlim,_, g(x)]

. . +Q1°%| .. 1+Q71*°
Puede, pues, escribirse: In limg_, a =limg, | 1n Q

= limg o [-Q-In(1+ Q)] limy_, Q- InQ = 0—limy,_,,
Q

(24) Kudriatsev (1984), pags. 136-139.
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1
= limg_, % = limy , Q=0
Q*
donde se ha aplicado el teorema de 1’Hopital para tratar la indeterminacién impli-
cita en limQ)_0 [-In€}].

[A.22]

r -Q
Aplicando antilogaritmos: antiln ':ln limg ,, [%} :|:| = antiln 0 = 1 [A.23]
- -Q
Luego: limg_, 1+Q] _q [A.24]
| Q
Por tanto: . M1+Q 1-}—0 [A.25]
limg ol ——| =1
L Q ¢
En definitiva, resulta: limg ,, G (TeQ) = ¢ g.e.d.
8.3. Demostracién de la igualdad [44] del texto
Proposicién: lim, , €= 1-c [A.26]
c
Demostracion:
1
li — i 1+Q [Q-(1-¢) [#2
Por [43]: Moo € = Mgy —o— | —— — [A.27)

1
Es inmediato observar que: lim, ., %.[m}'m =000 [A.28]
c

que es una forma de indeterminacién, por lo que hay que hacer:

1 1
(1-0) T2 1 Tom
limg _, %[M]‘ ® _ limg [ﬂ} Qra .[L_C]”“ [A.29]

c Q c
es decir:
1 1
. 1+Q [Q-(A-0) |+ _ . 1+Q7 55 | 4 1-c e
limg_,, 0 -[——C ] = limg,_,, [[_Q ]-Q‘ @ |- limg_,, —c [A.30]
1
. . l-c |+ 1-c¢
Ante todo es evidente que:  limg,_, — = — [A.31]
Por otra parte: ; 1+Q1 g | L [A.32]
parte: Jim, o QMR | = fim, , QW2 - limg_, (1+£2) .
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Donde: limg_,5 (1+Q) = 1 [A.33]
o
y: limg_, Q22 = 0° [A.34]

Esta indeterminacién puede tratarse aplicando el teorema utilizado en [A.20],
por lo que:

- 2
limg_, [mmﬂ] =In |:limn—>0 Q”"] [A.35]
L -2 -Q InQ
UegO: Jimg, | In Q¥ [ =limg_ || ——= |- InQ [ = -l — =
my o[ ] my 0[[1+Q:| ] lmﬂ_’°|i(1+Q)/Q:|
1
= —limg_y| =—2 | =limy , Q=0 A
—0 Q—(1+Q) —0 [ 36]
Q?

donde se ha aplicado el teorema de 1’Hopital para tratar la indeterminacién impli-
cita en limQ—0 { In Q / [(1+Q) / Q] }.

-Q

Aplicando antilogaritmos: antiln [ln[limg_)o QITO:H = antin0 =1 [A.37]

-0
Por tanto: limg_, Qra — 1 [A.38]

Teniendo en cuenta [A.44], [A.45] y [A.50], podemos escribir:

1+Q7 -2
Himtaon [T]Q] =l , Q78 limg, (14 Q) =1 [A39]

L
y, en definitiva: limg,_, 1+Q.|:Q'(l_c):|“g - L=c g.ed.
Q c c
84. Andlisis de la relacién entre € y ¢
Por [44]: e 12€ [A.40]
¢
Derivando € respecto a ¢, se obtiene:
de 1
dc (cz) L ]
de_ 2 [A42]
dc* ¢
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Calculando limites, se obtiene: lim,_,, &€ = oo [A.43]
lim_, & = -1 [A.44]
lim_, e = -1 [A.45]

€ es ¢l coeficiente de proteccién de la cartera de riesgo y sélo tiene sentido
econémico cuando es igual o superior a cero, es decir:

€e=0 [A.46]

.Los resultados obtenidos garantizan que para los valores de € que tienen
sentido econdmico se cumplen las siguientes propiedades:

— € es funcién monétona decreciente de ¢ (primera derivada negativa);

— € es una funcién convexa de c (segunda derivada positiva);

— para cada valor de c existe un tnico valor de e.

Ademés, teniendo en cuenta [A.41], [A.43] y [A.44], puede escribirse:

€20 & 0<c<g1l [A.47]

En los gréficos anexos se reproduce la funcién € = (1-c) / ¢ . El gréfico 1
representa la funcién en los cuatro cuadrantes, mientras que el gréifico 2 recoge
s6lo el primer cuadrante, donde tiene significado econ6mico.

En el grifico 1 se observa la existencia de una asintota horizontal para
€ = -1, ya indicada en [A.44] y [A.45].

/

Grifico 1 Griéfico 2
e =(l<c)/c e=(lc)/c
€ €
c
1
c
1
Rango de los ejes: Rango de los ejes:
abcisas: c:(-6.5,6.5) abcisas: c:(0,3.125)
ordenadas: £:(-3.1,3.2) ordenadas: ¢£: (0, 1.6)
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ABSTRACT

A pension fund investment strategy must protect an asset-liability ratio
in an infinite horizon, so that it systematically exceeds a certain pre-
viously chosen value. The suggested proportional relative surplus insu-
rance strategy is a time-invariant strategy [Brennan-Schwartz (1988)]
applied to exchange options [Margrabe (1978)). Its asset-liability ratio
is independent of volatility and interest rate. Furthermore, the distribu-
tion of total investment between risk portfolio and mimicking portfolio
does not need any readjustment over time.

Keywords: pension funds, investment strategies, time invariant strate-
gies, exchange options.
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